Modelagao de Sistemas Fisicos Universidade de Aveiro 2024-2025

Problemas Capitulo 5
Oscilacoes

Problemas Teoricos

1. Uma mola exerce uma for¢a E, = —k x(t), em que k ¢ a constante elastica da mola,

num corpo de massa m. Considere k = 1 N/me m = 1 kg.
a) Mostre que a lei do movimento x(t) = A cos ( \/%t + gb) ¢ solugdo da equagdo

dindmica de Newton do sistema mola-corpo, em que A e ¢ sdo constantes. Qual a lei
de velocidade do corpo ligado a mola?
b) Calcule A e ¢ , no caso em que a velocidade inicial é nula e a posi¢do inicial 4 m.

c) Calcule a energia mecanica do sistema mola-corpo.

2. Uma mola exerce uma for¢a F, = —k x(t), em que k ¢é a constante elastica da mola,
num corpo de massa m. Considere k = 1 N/me m = 1 kg.

a) Mostre que a lei do movimento x(t) = Asin(w t + ¢),comw = \/k/—m, ¢ solugdo
da equacgdo dinamica de Newton do sistema mola-corpo, em que A e ¢ sdo constantes.
Qual a lei de velocidade do corpo ligado a mola?

b) Calcule A e ¢ , no caso em que a velocidade inicial € nula e a posi¢do inicial 4 m.

c) Calcule a energia mecanica do sistema mola-corpo.

3. Uma mola exerce uma for¢a F, = —k x(t), em que k ¢é a constante elastica da mola,

num corpo de massa m. Considere k = 1 N/me m = 1 kg.

a) Mostre que a lei do movimento x(t) = C cos ( \/% t) + D sen ( \/% t) ¢ solugdo

da equac¢do dinamica de Newton do sistema mola-corpo, em que C e D sdo constantes.
Qual a lei de velocidade do corpo ligado a mola?
b) Calcule C e D , no caso em que a velocidade inicial é nula e a posi¢do inicial 4 m.

c) Calcule a energia mecanica do sistema mola-corpo.
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4. Um objeto de 500 g, preso a uma mola com k = 8 N/m, oscila num movimento com
amplitude A =10 cm. Calcule:

a) a velocidade e aceleragdo maximas.

b) a velocidade e aceleragcdo quando o objeto dista 6 cm da posicao de equilibrio.

) o tempo necessario para o objeto partir de x=0 e chegar a x=8 cm.

5. Uma mola exerce uma forga F, = —k x(t), em que k ¢ a constante elastica da mola,

num corpo de massa m. Considere k = IN/m e m = 1 kg. Considerando a lei do
movimento x(t) = A cos ( \[% t+¢ ) calcule A e ¢, sabendo:

a) que a velocidade inicial € nula e a posicao inicial ¢ 4 m.
b) que a velocidade inicial é -2 m/s e a posicao inicial ¢ 4 m.
¢) que a velocidade inicial é 2 m/s e a posi¢ao inicial € 4 m.

d) que a velocidade inicial € -2 m/s e a posi¢do inicial € 0 m.

2
6. Um péndulo obedece a equacao % = —%9, para angulos 8 pequenos. Considere

L=1m.
a) Mostre que a lei do movimento 6(t) = Acos(w t + ¢),comw = ,/g/L, é solugdo
da equagdo do péndulo, em que A e ¢ sdo constantes. Qual ¢ a lei de velocidade angular?

b) Calcule A e ¢ , no caso em que a velocidade angular inicial ¢ -0.1rad / s e o dngulo

inicial 0.4 rad.

7. Um corpo de massa 1 kg preso a uma mola (k= 100 N/m) executa um movimento
harmonico simples com amplitude igual a 10 cm. A oscila¢do tem inicio numa das
posicdes extremas.

a) Determine a energia cinética e energia potencial elastica do oscilador no instante de
tempo em que elas sdo iguais.

b) Determine o primeiro instante de tempo e a posi¢ao respetiva em que isso acontece.
c) De seguida, o oscilador fica sujeito a amortecimento (b = 2 kg/s). Determine a

variagdo de energia mecanica no segundo (At = 1 s) seguinte.
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8. Um oscilador amortecido consiste de uma massa de m=2 kg afixada a uma mola de
constante &, e movendo num fluido viscoso. Se o coeficiente de amortecimento for b =

1 kg/s, qual deve ser o valor de k para quer o oscilador seja criticamente amortecido?

9. O movimento de um oscilador amortecido obedece a equagado

dzx_ 5 5 dx
dez . QoX T ey

onde ¢ = b/2m e w, =\[g .

Mostre que x(t) = Ae™ ¢t cos(w t ) é uma solugdo deste equacido se w tome um

determinado valor. Qual ¢ este valor?
TESTE 3 a partir daqui

10. Um corpo de massa 0.5kg move-se num oscilador harmoénico forgado. O oscilador
exerce no corpo a forga

FE. =—-kx
Com k = 2N/m. O oscilador ¢ amortecido pela forca —bv, e sujeito a forga externa
F, cos(a)ft). Considere que b = 0.02kg/s e F, = 1N.
Calcule a amplitude das oscilagdes no regime estavel quando wy = 1rad/s, wy =
2rad/s; e wy = 4rad/s.

Comente nos resultados.

11. Um circuito elétrico constituido por uma bobina, uma resisténcia e um
condensador em série alimentado por uma fonte externa ¢ um sistema onde os eletrdes
estdo sujeitos a oscilagcdes harmonicas amortecidas e forgadas. R € a resisténcia, L a
indutancia da bobine e C a capacidade do condensador. V =V, sin(wt + ¢) é o

potencial elétrico aplicado, que nas tomadas das nossa casas ¢ caraterizado por w =

2n x 40 Hze V, = V2 x 220 V.
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A carga elétrica Q(t) neste circuito varia (oscila) de acordo com a equagao

diferencial de 2% ordem

LdZQ(t)+ do®) 1

12 R T + EQ(t) =V, sin(wt + ¢)

Por comparagao das parametros do sistema mecanico (k, m,b,F,e a)f) e do sistema

elétrico (L, R, C,V, e w), encontre a expressdo da frequéncia angular de ressonancia
para no circuito RLC em série. O oscilador mecanico Harmonico Forgado a equagao

diferencial é

d?x dx
m— = —kx — bE + F, cos(a)ft) .

12. Diga quais dos seguintes sistemas modelados pelas equagdes diferencias de valor

incial podem apresentar solu¢des cadticas?

a) Oscilador Harménico Amortecido

d?x k b
T Tm T
b) Oscilador Harménico Amortecido e For¢cado
d?x k b F,
F = —Ex — E e Ecos(wft)
¢) Oscilador Quartico Amortecido ¢ Forgado

d?x b F,
= —4ax® — —v, + — t
ax Vy cos(wyt)

dt?
d) Oscilador de Lorenz

(dx
Frinkd (y—x)

X dy _
i rx —y—xz
dz _ )

g =Y A
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¢) Oscilador de Van der Pol

d’x 24 dx
az - Xk ) a@
f) Péndulo Amortecido e Forgado
d?o

g . Fy
iz = —Zsm 0+ Ecos(wft)

g) oscilador de uma palheta de clarinete

Solucdes Problemas Teoricos

l.a)vx(t)z—A\/% sin(\/%t+¢))b)4m;0;c)8]

2.a)vx(t)=A\/% cos(wt+<p)b)4m;%7r;c)8J

3.a)vx(t)=—C\/§sin<\/%t>+D cos(\/%t)b)6=4 meD =0;¢)8]J

4. a) 40 cm/s; 160 cm/s?; b) +£32 cm/s; -96 cm/s?; ¢) 0.232 s

5.a)4m, 0 rad; b) 4.472 m, 0.463 rad; c) 4.472 m, 5.820 rad; d) 2 m, g rad

6.2) = = —wAsin(w t+ );b) p = tan"'(0.1/0. 4w) = 0.664 rad. 4 =0.508 rad.
7.a)E.=E,=025];b)t = 4—"0 s; x = 0.070710 m; ¢) -0.4323J

8. k=0.125 kg/m.

9. w =+ w§ — 2.

10.0.67m, 25m e 1.07m. A amplitude € muito maior quando wy € proximo a frequéncia

natural de oscilacdao do oscilador, w, = 2rad/s, mostrando o fendmeno de ressonancia.

1. | =
LC

12. a) Nao b) Sim ¢) Sim d) Sim ¢) Nao f) Sim g) Nao.
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Problemas Numeéricos

13. Uma mola exerce uma for¢a F, = —k x(t), em que k é a constante elastica da mola,
num corpo de massa m. Considere k = 1 N/me m = 1 kg.

a) Calcule numericamente a lei do movimento, no caso em que a velocidade inicial é
nula e a posicao inicial 4 m.

b) Calcule a amplitude do movimento e o seu periodo, usando os resultados numéricos.

¢) Calcule a energia mecanica. E constante ao longo do tempo?

14. Na aproximacao linear, a aceleragdo angular de um péndulo ¢ dada por

d’0 g

dt? L
em que L ¢ o comprimento do péndulo e g a aceleracdo de gravidade. Considere g =9.8
m/s?> e L=0.5m.
a) Calcule numericamente a lei do movimento, no caso em que a velocidade angular
inicial ¢ 0.5 rad/s e a posicao inicial 0.1 rad.

b) Calcule a amplitude do movimento e o seu periodo.

15. Uma massa suspensa do teto por um fio de comprimento L = 1 m oscila a volta da

sua posicao de equilibrio expressa por 8 = 0 rad, de acordo com a equacao diferencial

d%e .
£2 = _9sing
dt2 L

6 ¢ o angulo que o fio faz com a vertical.

m
0
mgcos 6

"IE
Calcule o periodo do movimento, com a precisao de 4 algarismos, quando for largado

(

dae

= 0 ) e o angulo inicial for:
dtle=o
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a) 5° b) 10° ¢) 20° d) 30°

16. Um corpo de massa 1 kg move-se num oscilador ctbico. Se a posicao de equilibrio

for a origem do eixo x,, = 0 m, o oscilador tem a energia potencial

eq
E,= %k x2+ a x3
exerce no corpo a forga

E.=—kx— 3a x?
Considere k = 1 N/me a = — 0.01 N/m.
a) Faca o diagrama de energia desta energia potencial. Qual o movimento quando a
energia total for menor que 1 J?
b) Calcule a lei do movimento, quando a posi¢ao inicial for 1.3 m e a velocidade inicial
nula? Quanto ¢ a energia mecanica? Entre que limites se efetua o movimento e a
frequéncia do movimento?
c) Calcule a lei do movimento, quando a posi¢ao inicial for 2.9 m e a velocidade inicial
nula? Quanto ¢ a energia mecanica? Entre que limites se efetua o movimento e a

frequéncia do movimento?

17. Um corpo de massa 0.25 kg preso a uma mola (k = 1 N/m) fica sujeito a
amortecimento (b = 0.1 kg/s).
FE, =—-kx — bv,

a) Calcule a lei do movimento, quando a massa comece em repouso em x = 0.4 m.
Faca o grafico da posi¢dao em funcao do tempo de 0 até 20 s.

b) Encontre os méximos e minimos (locais) da posi¢ao usando a interpolagio pelo
polinomio de Lagrange.

c) Faca um plot do logaritmo das amplitudes obtidas em b), em func¢ao do tempo, e
encontre um ajuste linear. Qual ¢ a dependéncia entre a amplitude o tempo? Qual

¢ o declive e o seu erro? Concorda com a teoria?
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18. Um corpo de massa 1 kg move-se num oscilador harmonico for¢ado. Se a posigdo
de equilibrio for a origem do eixo x,, = 0 m, 0 oscilador harmonico tem a energia
potencial E,= %k x?

e exerce no corpo a forca F, =—-kx

O oscilador ¢ amortecido pela forca —bv, e sujeito a forca externa F cos(wft).
Considere k = 1 N/m, b = 0.05 kg/s, Fp = 7.5 N ¢ wy = 1.0 rad/s.

a) Calcule numericamente a lei do movimento, no caso em que a velocidade inicial é
nula e a posicao inicial 4 m. Tem confianga no seu resultado?

b) Calcule a amplitude do movimento e o seu periodo no regime estacionario, usando
os resultados numéricos.

c¢) Calcule numericamente a lei do movimento, no caso em que a velocidade inicial é
-4 m/s e a posi¢do inicial -2 m.

d) Calcule a amplitude do movimento e o seu periodo no regime estaciondario, usando
os resultados numéricos calculados na alinea anterior.

e) Calcule a energia mecanica. E constante ao longo do tempo?

19. Um corpo de massa 1 kg move-se num oscilador harménico forgado. Se a posi¢ao

de equilibrio for a origem do eixo x,, = 0 m, o oscilador harmonico tem a energia

eq
potencial E,= %k x?

e exerce no corpo a forca F, =—-kx

O oscilador ¢ amortecido pela forca —bv, e sujeito a forca externa F, cos(wft).
Considere k = 1 N/m, b = 0.16 kg/s, ¢ Fy = 2 N e wy = 2.0 rad/s.

a) Calcule numericamente a lei do movimento, no caso em que a velocidade inicial é
nula e a posicao inicial 4 m.

b) Calcule a amplitude do movimento e o seu periodo no regime estacionario, usando
os resultados numéricos.

¢) Faga o grafico da amplitude do movimento em fungdo de wy, para valores de wy de

0.2 até 2 rad/s.
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20. Um corpo de massa 1 kg move-se num oscilador quartico forgado. Se a posicao de
equilibrio for a origem do eixo Xeq = 0m, 0 oscilador quartico tem a energia
potencial

E,= %k x2(1+ a x?)
e exerce no corpo a forca

E. = —kx(1+ 2ax?).
O oscilador ¢ amortecido pela forca —bv, e sujeito a forca externa F, cos(wft).
Considere k = 1 N/m, b = 0.05 kg/s, « = 0.002 N/m?, F, = 7.5 Ne wr = 1.0 rad/s.
a) Calcule numericamente a lei do movimento, no caso em que a velocidade inicial é
nula e a posicao inicial 3 m. Tem confianga no seu resultado?
b) Calcule a amplitude do movimento e o seu periodo no regime estacionario, usando
os resultados numéricos.
c¢) Calcule numericamente a lei do movimento, no caso em que a velocidade inicial é
-4 m/s e a posi¢do inicial -2 m.
d) Calcule a amplitude do movimento e o seu periodo no regime estacionario, usando
os resultados numéricos calculados na alinea anterior.

e) Calcule a energia mecanica. E constante ao longo do tempo?

21. Um corpo de massa 1 kg move-se num oscilador quartico for¢cado. Se a posi¢ao de

equilibrio for a origem do eixo x,, = 0 m, 0 oscilador quartico tem a energia

potencial E,= %k x2(1+ a x?)

e exerce no corpo a forga E. = —kx(1+2ax?).

O oscilador ¢ amortecido pela forca —bv, e sujeito a forca externa F, cos(wft).
Considere k = 1 N/m, b = 0.05 kg/s, «a = 1.00 N/m?, F, = 7.5 Ne wr = 1.0 rad/s.
a) Calcule numericamente a lei do movimento, no caso em que a velocidade inicial é
nula e a posicdo inicial 3 m. Tem confianga no seu resultado?

b) Se existir regime estacionario, calcule os limites do movimento (amplitude), o seu
periodo, faga o grafico no espaco da fase.

c¢) Calcule numericamente a lei do movimento, no caso em que a velocidade inicial -3

m/s e a posicao inicial -3 m.
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d) Se existir regime estaciondrio, calcule os limites do movimento (amplitude), o seu
periodo, faga o grafico no espago da fase e a andlise de Fourier [veja Cap. 6].

e) Calcule a energia mecanica nos casos da alinea a) e b). E constante ao longo do
tempo?

f) Face aos resultados obtidos como carateriza as solugoes deste oscilador for¢ado?

22. Um corpo de massa 1 kg move-se num oscilador quartico forgado. Se a posi¢do de

equilibrio for a origem do eixo x,, = 0 m, o oscilador quartico tem a energia

eq
potencial
4

Ep

=a x
e exerce no corpo a forga

E.=—4a x3.
O oscilador ¢ amortecido pela forca —bv, e sujeito a forca externa F, cos(wft).
Considere k = 1 N/m, b = 0.05 kg/s, a = 0.25 N/m?, F, = 7.5Ne wr = 1.0 rad/s.
Este oscilador pode apresentar regime caotico. Calcule até que instante pode calcular
univocamente a lei do movimento, sabendo que a posicdo inicial ¢ 3.000 + 0.001 me

a velocidade inicial ¢ nula. Considere todas as quantidades, exceto a posicao inicial,

medidas com uma precisdo elevada. .

23. Ao modelar a dindmica da convec¢do dum fluido por um modelo muito simples,

Edward Lorenz, obteve trés equacdes diferenciais de 1* ordem de valor inicial,

d
(—=a(y—x)
%zrx -y —xz
{%zxy—bz
x(t=0) =x,
y(t=0) =y,

\ z(t=0) =z
em que os coeficientes e as varidveis ndo tém um significado fisico direto. Determine

a evolugdo temporal, quando 0 = 10;b =-;r =28 e x(t =0) = z(t =0)=0¢

y(t=0)=1.

w |

10
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Solucoes Problemas Numéricos

13.a)

Sistema Mola-Corpo - Método Euler-Cromer

x (m)
°

o
«
=
S

15 20 25 30
t(s)

b) 4 m; 6.283 s;
c)

8.100

8.075

8.050

8.025

8.000

energia ()

7.975

7.950

7.925

7.900
0

A energia mecanica ¢ constante ao longo do tempo.

14. a)

—0.05 1

—0.10 1

—0.15 1

00 05 10 15 20 25 30 35 40
t(s)

b) A=0.151rad., T=1.419s.

15.a) 2.008 s; b) 2.011 s; ¢) 2.022s;d) 2.042 s

Cap. 5

11
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16. a)

,_.
N
n

._.
o
o

Energia Potencial ())

SIS
5 8

o
°

=
N
0

=
o
o

~
n

Oscilador Clbico

-4 -2 0 2 4
x (m)

Movimento periodico.

b)

x (m)
©

Oscilador Clbico x0=1.3 m

VAVAVAVAYAVA

0 5 10 15 20 2 30 35 40

0.735J;1.30me-1.15,; 0.157 Hz;

©)

X (m)
=}

Oscilador Cibico x0=2.9 m

T T T T u T T
0 5 10 15 20 5 30 33 40

2997J;290me-2.21 m; 0.149 Hz

17. a)

x (m)

0.4 4

0.3

0.2

0.1

00 25 50 75 100 125 150 175 20.0
t(s)

Cap. 5

12
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c)

2.0

log amplitude (log m)
&
s

25 5.0 75 10.0 12.5 15.0 17.5
tempo do maximo ou minimo (s)

Declive m=-0.200040010 +/- 3x107° s

O valor esperado € -0.2 s!, apesar de ndo encaixar nos limites do erro, é razoavel

concluir que concorda com a teoria.

18. a)
Oscilador Harménico Forgado Met Euler-Cromer
150 1 — @=0.0001 1
~——— d=0.00001
100

Ll

L

0 50 100

x (m)
=}

200 250 300
t(s)

Temos confianga, porque a lei do movimento obtida por dois passos temporais
diferentes ¢ a mesma. Como também os dois passo temporais produzem o mesmo
resultado para o tempo final considerado t = 300.0000 s x = —149.881 m;

b) 150.00 m; 6.283 s

¢)
Oscilador Harménico For¢ado Met Euler-Cromer
1 |
150 1 — a=0.0001 1
—— dt=0.00001 l
Ll
ol
E o
bl
-100 1 '
-150 5
0 0 100 150 200 250 300

t(s)

13
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d) 150.00 m; 6.283 s;
e)

Oscilador Harménico Forgado Met Euler-Cromer

10000

8000

6000

4000

Energia mecanica ())

2000

0 — d=0.0001

0 200 400 600 800 1000 1200
t(s)

Nao conserva a energia mecanica.

19. a)

x (m)
o

-2 1

-4

b) A = 0.6648 m.
c)

10

amplitude (m)
o

0.0 05 10 15 20 25 30
frequéncia forca externa (rad/s)

Cap. 5

14
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20. a)

O%ilador Quartico Ep=1/2 k x**2 (1+alfa x**#2) Met Euler-Cromer

— dt=0.0001
15 1 —— dt=0.00001

10 A

ot

x (m)
o

—_—

-15

—20 1 ; : :
0 25 5 75 100 125 150 175 200
t(s)

Sim! Confianca porque a solugdo ¢ idéntica para passos temporais diferentes.

b) 13.791 m; 6.283 s

)
Oscilador Quartico Ep=1/2 k x**2 (1+alfa x**2) Met Euler-Cromer
27— &=0.0001
15  — dt=0.00001
o TN
11 l
E o
x = { lv ﬂ
i | |
_15 i
-20
0 25 50 75 100 125 150 175 200
t(s)
d) 13.791 m; 6.283 s
e)
Oscilador Quartico Ep=1/2 k x**2 (1+alfa x**2) Met Euler-Cromer
00 1 500001 ' ' '
350 1
300 4

g
=}

Energia mecanica ())
5 & B
o o

o

Wy
Al

0 25 S0 75 100 125 150 175 200
t(s)

o &

Cap. 5

Nao €. O sistema recebe energia realizada pela forga externa e dissipa energia devido

a resisténcia do meio.

15
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21. a)

Oscilador Quartico Ep=1/2 k x*2*(1+a*x*+2) Met Runge-Kutta 4 oscilador Quartico Ep=1/2 k x**2(1+a*x**2) Met Runge-Kutta 4
3

2

2 4

1

04 |

X (m)
x (m)
o

-1 ‘ I I -1

-2

-3

0 20 P 60 80 100 660 665 670 675 630 635 690 695 700
t(s) t(s)

dt=0.01 s produz x(700 s)=-1.1222008 m e

dt=0.001 s produz o mesmo resultado que o passo mais pequeno x(700 s)=-1.1222008

m

b) Regime estacionario de amplitudes 2.1066 m e -2.3606 m e periodo 12.57 s.

Oosgilador Quartico Ep=1/2 k x**2*(1+a*x*+2) Met Runge-Kutta 4

— 0.4 1
c
|
]
— 0.2 1
0.0 -
0 5 10 15 20
n
10
5
2 05 4
0.0 -
0 5 10 15 20
n
Oscilador Quartico Espago de fase - Regime estacionario
4
2
Eo
5
-2
-4

16
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©)

1 1 = HK D Koy ko - B R
Oscilador Quartico Ep=1/2 k x**2*(1+a*x**2) Met Runge-Kutta 4 Oscilador Qurtico Ep=1/2 k x¥*2(1+a*x*2) Met Runge-Kutta 4

3 2

2

1 | (0 L Y I 1
T o] (KRR WA z
= °1 [ o

-1 I I ‘ .

-1
-2
-3 -2
0 20 ) 60 8 100 60 65 670 675 630 685 630 695 700
t(s) ti(s)

d) Regime estacionario de amplitudes 2.3800 m e -2.3800 m e periodo 18.85 s.

Oscilador Quartico Ep=1/2 k x**2*(1+a*x**2) Met Runge-Kutta 4

10 1
<,
® 05
0.0 -

m N —
15

0 5 10 20
n
04 1
=
02+ I |
0.0 -
0 5 10 15 20
n

Oscilador Quartico Espaco de fase - Regime estacionario

4

2

-2

4
2 1 0 1 2

x (s)

vx (m)
o

e) (a)

Oscilador Quartico

S
v

5 &
v o

5
o

energia (J)
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Nao € constante.
f) O sistema tem um comportamento transiente, no inicio, e passado algum tempo,
apresenta um comportamento estacionario perioédico. A solucio do regime estacionario

ndo ¢ sinusoidal. E ¢ dependente das condigdes iniciais.

22.
Oscilador Quartico Ep=0.25*x**4 Met Runge-Kutta 4
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